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Quando Leonhard Euler lecionava na
Academia de Berlim ele publicou o
artigo “Introductio in Analysin
Infinitorum”. Esta foi a primeira mencao
da identidade de Euler, sua descoberta
revolucionou a matematica, fisica,
mecanica, optica, teoria musical e etc.

Compreender esta relacao sera
fundamental para entendermos a
correlacdao entre as analises nos
dominios do tempo e frequéncia.

A identidade de Euler -«

INTRODUCTIO

IN ANALYSIN

INFINITORUM

AUCTORE

LEONHARDO EULERO,
Profeffore Regio BEROLINENSI, €9 Academia Im-

perialis Scientiarum PETROPOLITANZE
Socto.

elx

= cos(x) + i - sen(x)
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A identidade de Euler -«

A constante de Euler nao foi diretamente descoberta por Euler. Foi na verdade a solucao de um
desafio matematico proposto Jacob Benoulli. Este desafio tratava sobre juros compostos.

Considere que vocé invista 1 real a um lucro de 100%
ao ano, desta forma vocé teria:

T=1-(1+100%)

_ 100% 100%
Se pudesse receber o lucro duas vezes ao ano teria: T=1-{1+ > 1+ >
. 100%) "
Se pudesse receber o lucro N vezes ao ano teria: T=1-{1+ N
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A constante de Euler «

Qual seria a melhor opcao?

100%\" 100%)\° 100%\ -
T=1(1+— =2 T=1-(1+— =225  T=1-(1+— =261

T=1 1+100% 52—269 T=1 1+100% 365—271
B 52 - B 365 v

Notem que existe uma convergéncia valor do lucro. O desafio estava em descobrir qual o valor final frente ao
um N que tende ao infinito, ou seja:

n
Euler resolveu o desafio propondo uma constante

lim ([ 1+ — = 2,7182 N irracional, batizade de e
n—oo n
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A funcdo e* ganhou muita
notoriedade pois o angulo de
uma reta tangente, para
qualquer ponto na curva,
também resulta em e*. Ou seja a
derivada de e* é igual a e*

e’ = lim (1—|— E)n

n—00 mn

Funcdo e* -
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Série de Maclaurin «

Relembrando séries de Taylor Maclaurin

Podemos aproximar funcoes utilizando a série de Maclaurin (polinbmio
de Taylor centrado em x=0 com infinitos termos)

A0 11 o2 o ..3 m . ..n
O -2 fO) %[22 fO -2 fO"x

P(x) =— 1 21 31 iy

_|_
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Série de Maclaurin para e* «

Utilizando séries de Maclaurin podemos aproximar o valor da
constante de Euler

x1 x% x3 x*? x™
T R
12 T3 g nl
— et~ 4. 4= =27182...
11 21 3 o4 nl
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Série de Maclaurin para senoides <

Também por meio da série de Maclaurin podemos aproximar o
valor da senos e cossenos

x% x* x® B

cos(x) T T

_X X IX X |
sen(x) =g -+t
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Comparacao das séries «

As séries de Euler, seno e cosseno sao muito similares entre si

4

e =lrototata

2 x4- X6 x8

X
_1__ . e
cos(x) 2T T Tar

x x3 x> x7
sen(x)—I—§+5 T
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Soma de cosseno e seno «

Quando somamos as séries de seno e cosseno chegamos muito
proximo a série de Euler. A unica diferenca observada € a
alternancia dos sinais nas somas de seno e cosseno.

x x% x3 x* x> x® x7 x8

X — 14244 4 4.
¢ MR TR TR T TR I TR T

(x) + BT S A
sen(x) +cos(x) =1+y—or—ort oot
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Soma de cosseno e seno «

Para igualarmos as equacdes, sera necessario encontrar um numero que
multiplicado por alguns fatores da série alterne os sinais da série.

e =1+= | =42 ~
1 41 5! 8!
27 27
(x) + =1+ x4+x5 x8+
cos(x) + sen(x) = ] TR 3
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NUumero complexo -

O numero em questao devera ser compativel com a relacao abaixo

n® = —1

Para resolvermos as igualdades entre as séries iremos utilizar o
numero (complexo) imaginario ou i

i =vV—-1
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Série de Maclaurin para e** -

Se ao invés de desenvolvermos a série de Maclaurin com e”*
utilizarmos e'*, teremos:

@t 0P @)° ()

oiX — 11 . | . o (ix)"™
1! 2! 3! 41 n!
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Organizando os termos

Portanto:
IX X 1 X X
1! 21 3! 4 51 6 71 8l
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A formula de Euler «

x? x* x® x® [x

B TR TER TR TR ET
“ o AN
cos(x) +

Assim chegamos a formula de Euler

elx

= cos(x) + i sen(x)

(Este sera o portal para a analise no dominio da frequéncia)
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Conceito e «

Quando substituimos x por T, chegamos a mais bela equacao matematica: a
Identidade de Euler.

Esta bela relacao agrupa 4 conceitos completamente diferentes

e NUumero de Euler
° T

e Cosseno e Seno

* Numero complexo
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