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Revisao <

A transformada de Laplace € uma ferramenta que auxilia a analise e interpretacao de circuitos

elétricos
Definida por:
LIF®]=FG)=]| f(®)e Stdt onde s=o0+jw
0-
Algumas propriedades:
F(k-f(®)) =k -F(f(®) F(f1(®) + f2(0) + f5(0)) = F(f1(®)) + F(f2()) + F(f3(t))
d ~ F(s)
F(af(t)>=sF(s)—f(0 ) <] f(t )) "
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Revisao - Elementos de circuito (Tempo, Laplace, fasor) «

Resistor Indutor Capacitor
. t
v=R-i v@):pg v(t)=%f0i(t)dt+v(0)
t
i=7 i) =1 [ v@dr+i© i(6) = ¢ 57
0
V(s) =R I(s) V(is)=s-L-I(s)—L -1 V(S)zCI,(.Sl+VS0
I(s)=$ 1(5):'2%34-1?0 I(s) =s-C-V(s)—C-V,
V(s) V(s) Vis) _ _1
E=ZR(S) =R E=ZL(S) = sL I(s) =Z¢(s) = SC
V(s) | V(jw) L Vijw) iy L
() = ZrU@) =K o) ~ 2w =jol 1Ga) ~ 2U%) = jac
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Revisao - Elementos de circuito Laplace <

Resistor Indutor Capacitor
I(s) I(s)
C — o, —
+ +
I(s) .
—_— V(s) s.L Cj, | V(s) — T)
O il cv,
+ 5 o
ou ou
R
V) § I(s) I(s)
O — O —
+ +
© s.L —_ s%
V(s) V(s)
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Tabela de Laplace <«

TABLE I5.]  Properties of the Laplace transform.

TABLE 5.2 Laplace transform pairs.

Property f) Fis) i) Fis)
Linearity ap [it) +ar oty arFi(s) +ax Fyls) a(r) 1
) 1 s 1
Scaling flat) EF (E) uit) -
Time shaft flt —ayu(t —a) e T F(s5) . 1
Frequency shift e (1) Fis+a) ¢ s+a
Time fi—f sF(s) — £(07) . 1
differentiation t 5?
&7 $2F(s) —sf(07) — f'(07) " !
dr? ! prTy
df
d_': $SF(s) — s2£(07) — sf'(07) fe—t 1
I _fﬂ(O—) (S —+ 3)2
dﬂf n n—1 £rn— n—2 £ n— 1
— STF() =" O =20 o
4 . f(rr—l'l-(o—) (S + a)ﬂ-l-l
i 1 R : (i1}
e ; ] hl S T0) _
Time integration : fitydte B F(s) 21
Frequency tf () —EF(S) cos wl 2;.:02
dafferentiation ds o
0o . ssinf) + weosl
Frequency AL f F(s)ds sin{wi + &) S
; ; ! 5+ w-
mtegration N
ime periodici ) cos(wt +0 seost —wsnd
Tune periodicity f(ty= f(t+nT) e ) 52 + w2
Initial value f(0%) lim sF(s) e sinwt —
. ] (s +a)+e?
Final value f(oa) lim s F(s)
5—0 o F+a
Convolution A(t) * filD) Fi(s)Fa(s) e " coswr Crartor

Pares de transformada

u(t) = <25 U(s)
F(1) = 225 R(s)
f(t) =5 F(s)
g(t) = <2 5G(s)
r(1) = 225 R(s)

tempo — minusculo
frequencia — maiusculo
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Revisao - Funcao Transferéncia -

Funcao transferéncia H(s) é a razao entre a resposta de saida Y(s) e a excitacao de entrada X(s),
suponde que as condicdes iniciais sejam iguais a zero

Y (s)
X (5)

Saida
Y(s)

Entrada
X(s)

Sistema Linear
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Funcao Transferéncia «

Obtendo a funcao transferéncia é possivel modelar a saida do sistema em relacao a
excitacao de entrada

Vo(s)

H(s) = Ganho de tensio = 0 V,=H(s) -V,
3 _1y(s) 3
H(s) = Ganho de corrente = - I, =H(s) -
[;(s)
Dominio do tempo Dominio da frequéncia
(convolucao) (multiplicagao)
y(t) = h(t) * x(t) Y(s) = H(s) - X(s)

t

() = j (1) - h(t = 2)dA
0
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Exemplo «

Exemplo: Calcule a funcao transferéncia do circuito abaixo.

10012
Vi Vo

1uF
L

104
s + 104

Resposta: H(s) =
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Exemplo «

Exemplo: Calcule a funcao transferéncia do circuito abaixo.

10042
Vi 0— VW O Vo

1001
Vi o——AA o Vo
10°0
S
106
H(s) = 1063100 5
104
H(s) = 08
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Funcao Transferéncia «

Parametros de uma funcao transferéncia:

m = grau do numerador
n = grau do denominador
a; e b; — corficientes
Sistemas realizaveis

* m<n

z; raizes do numerador
 ZerosdaET
p; raizes do denominador

» PolosdaET

Forma Polinomial
s+ A, s 4+ a; s+ ag

H(s) =k -
(S) Sn+bn_1'5n_1+"'+b1'5+b0

Forma Fatorada
(s —2z1)(s —23) .. (S — Zp)

H(s) =k - (s — p)(5 = p1) - (5 — Py
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Funcao Transferéncia «

O exemplo resolvido anteriormente possui:

104 « Nenhum zero
H(s) =
s + 10% « Um (1) Poloem —10* (p; = —10%)
100412 10012
Vi A A A o Vo Vi o—A\\N o Vo
—— 1uF 10°0
S
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Exemplo «

Exemplo: Encontre os zeros e polos dos circuitos

R R

VfO—'VVVTOVO Vi o—wVvW o Vo
%L

C

L

PROF. HENRIQUE AMORIM



Exemplo «

Exemplo: Encontre os zeros e polos dos circuitos

R | R
Vio AAA o Vo Vi O——A\\N\ O Vo
-l ] s.L
sC
1 1
— — sL S
C 1 RC H(s) = =
H == S = =
(s) py Ll SRC+1 _ 1 R+slL s+%
sC RC
sem zeros z1=0
1 R
P1=—R—C P1——Z
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Exemplo «

Exemplo: Calcule Vo(s) caso a entrada seja um degrau unitario. Encontre vo(t) através da
Transformada Inversa de Laplace

R
Vi O=—AANN o Vo TABLE |52  Laplace transform pairs.
1 f(1) F(5)
—_ 5(1) !
sC 1
— u(r) _
— 5
) —al 1
‘ s+a
1
H(s) = —8¢
4 —
STRC

Vo(s) = H(s) - Vi(s)
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Exemplo «

Exemplo: Calcule Vo(s) caso a entrada seja um degrau unitario. Encontre vo(t) através da
Transformada Inversa de Laplace

R u(t) =1
Vi O—" "\ o Vo
1 F(u(®) === Vi(s)
sC
1
- V(s) = —R& T
. S (S +W)
H(s) = —BC
S +m

Vo(s) = H(s) - Vi(s)
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Exemplo «

Exemplo: Calcule Vo(s) caso a entrada seja um degrau unitario. Encontre vo(t) através da
Transformada Inversa de Laplace

. R TABLE [5.2  Laplace transform pairs.
Vi O——" W\ o Vo
f(t) F(s)
—— 1 a(r) 1
sC u(d) 1
— 5
7 —at 1
4
§+a
1
RC 1 1 ~ ~ . .
V,(s) = TN =5 " — expansioem fracdes parciais
5(s +zc) STRC
(1—¢)
1 1 t v(t) =vs\1—e ) se vy;=1
L7 -- | =v () =1-eRC ¢
S s Ty v.(t)=1—e RC — confere
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Expansao em fracdes parciais «

Objetivo: Facilitar a obtencao da -'G-? 5x-4
transformada inversa de Laplace (no xZ-x-2
contexto de circuitos) N A

Partial Fractions

As fracOes podem se encontrar nas seguintes configuracoes:

Raizes reais distintas

Raizes complexas conjugadas
Raizes reais repetidas

Raizes complexas repetidas
Raizes racionais improprias

kb

* Entendemos por raizes ou polos, as raizes do
denominador da fracao:
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Reais distintas «

As expansoes em fragoes parciais seguem algoritmos. Cada configuracao citada no slide anterior, possui
algumas particularidades. Para reais distintas temos:

N(s K K K
()z 1 + 1 4o —
D(s) s—a; s—ay S — oy

Os algoritmos serao discutidos através de exemplos, apds cada exemplo veremos as aplicacdes no
contexto de circuitos. Abaixo temos uma func¢ao racional ja decomposta em fung¢des parciais. O
algoritmo visa calcular as constantes K (vide equa¢ao acima)

F(s) = 10 _5+ -5
S_S(S+2)_S s+ 2

Passo 1 — Explicitar as fracdes parciais

10 I I Note que os polos (raiz do denominador) foram
— 1 + 2 propositalmente destacados. Esta procedimento
s(s+2) s—0 s—(-2) facilita os calculos.
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Reais distintas «

Passo 2 — Multiplicar ambos os lados da equacao pelo denominador das fracdes parciais (um a um) e
igualar a variavel s ao valor do polo. Assim obteremos os valores das constantes K. O grau do polindmio
do denominador define o numero de contates K, consequentemente o numero de equacgdes parciais

10 ky k.,
s(s+2)'; 5:0_5———9.5 > —( 2) (s=0)
10 . k-
G+2ls=o TTs—(2)°
Substituindo pelo valor da raiz:
a L T
0+2)|s=0 = s+2 CoomMT
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Reais distintas «

Repetindo o Passo 2 para encontrar a segunda constante K

10 ky k,
: =—.(s—(=2)) + .
et o2 I b Chl G ) R oy s sl G o 22
10 k4
_ = —.(s— (=2
P PR S (s —(=2)) +k,
Substituindo pelo valor da raiz:
10 k4
] P (e A I

Sempre que multiplicamos os termos pela relacdo (s-polo) eliminamos as constantes k das fracoes
parciais que ndao possuem a relacao (s-polo) no denominador, portanto encontraremos as constantes
uma a uma.
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Reais distintas «

Resolvendo de um forma mais automatica:

= ggi; (den k) = (olJ:)Z) = °

k, = ggﬂ (den k,) = i—z - _5

F(s) = 10 E N -5
s(s+2) s s+2

PROF. HENRIQUE AMORIM



Reais distintas -«

Exemplo 2:

Pl = O M e T =2
ps = —3

ky = 1;’833 - (denky) = 18 ((‘_11)1 +2 )6(6_ -1(11;; 54 _

ky = ggj - (den ky) = 18 ((—_22)1 +1 )6(6_ -2(12;; 54 _

ks = ggj (den ks) = = ((_—?s)i +1 )6(6_ -3(;32))+ 54_

18s* +66s+54 3 N 6 . _g
(s+1D(s+2)(s+3) s+1 s+2 s+3

F(s) =
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Reais distintas «

Exemplo 3:
6s% + 8s + 54 N(s)  Polos: p;=-0,5 N(pn)
= = kn - . d kn
F(s) (2s+1)(4s—2)(s+3) D(s) p2 = +0,5 D(pn) (den k)
pP3 = —
_ N(py) 6-(=05)*+8-(-0,5) + 54 _

k1 = . (den kl) = _5, 15

D(py) (4-(-05)—2)(-05+3)
_ N(py) _6-(05)*+8-(0,5) +54
k2 =500 k) = TS T Dos +3) -
_ N(ps) _ 6-(=3)*+8-(=3)+54
ks = Dy ) = e
6s% + 8s + 54 —5,15 8,5 1,2 —-2,575 2,125 1,2
F(s) =

= + + = + +
2s+1)(4s—2)(s+3) 2s+1 4s—-2 s+3 s+0,5 s—-05 s+3
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Exercicio «

Exercicio: De acordo com o circuito abaixo encontre (condicdes iniciais iguais a zero; R = 200Q e C = 0,2mF):
a) O circuito no dominio de Laplace

b) A funcdo transferéncia

c) Encontre Vo(s) considerando uma entrada degrau

d) Encontre vo(t) através da transformada inversa de Laplace

R
Vi o—VvW\ O Vo

1:

C
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Exercicio «

Exercicio: De acordo com o circuito abaixo encontre (condi¢des iniciais iguais a zero):
a) O circuito no dominio de Laplace
b) A funcdo transferéncia

S
5000
H(s) = 4 _ S _ 5000 _ 25
V; 200 + 50500 200-s+5000 s+ 25
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Exercicio «

Exercicio: De acordo com o circuito abaixo encontre (condi¢des iniciais iguais a zero):
c) Encontre Vo(s) considerando uma entrada degrau

A
Au(t) =A(t>0) & Vi=~ | 200
Vi o0— VW o Vo
u Vo 25
S

L, _ A5 =
° s(s+25)
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Exercicio «

Exercicio: De acordo com o circuito abaixo encontre (condi¢des iniciais iguais a zero):
d) Encontre vo(t) através da transformada inversa de Laplace

pu— ju— V' V
Vo s(s + 25) S+S+25 : ‘ 0
5000

oo A2 S

YT (0+25) ~
A-25 - A-25 A A

Ko ="—"7Feg=-4 ° s(s+25) s s+25
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Exercicio «

Exercicio: De acordo com o circuito abaixo encontre (condi¢des iniciais iguais a zero):
d) Encontre vo(t) através da transformada inversa de Laplace

R
L_ A2 A4 Vi 0—AW o Vo
° s(s+25) s s+25
_T_ C
L7V =vp(t) =A—A-e™25t =
v,(t) = A(1 — e~ 25tV
Conferindo
1
T=RC =004 = =25

T
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Circuitos de Segunda ordem RLC <«

Circuitos de segunda ordem sao caracterizados por EDQO’s de segunda ordem. Sao compostos por
Resistores, capacitores e indutores

Neste exemplo iremos caracterizar a resposta natural de um circuito RLC paralelo. Para que a
resposta seja diferente de zero é necessario considerar condicdes iniciais, tais condicdes sao a
tensdo inicial do capacitor e/ou a corrente inicial do indutor. Neste caso ndo é possivel calcular a
funcao transferéncia, pois estamos considerando as condicdes iniciais

Iremos utilizar o recurso da Transformada de Laplace para facilitar a obteng¢ao dos dados

O

d’v 1dv v : l__ : l .
_ iC —C il L, IRl R
dt2+RCdt+LC 0

O
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Circuitos de Segunda ordem RLC <«

Obtendo a relagcdao em no dominio de Laplace

_I_
Lg == V() R§ s.L% .% -, @y, v
sC _
O - O
V(s) = Zeq(s) - 1(s)
O
Io
I(S) =C - VO — ? 1 "
RIIsLll ® w
1 CV __ ‘o
7 =R || sL||— s
eq () sk — S
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Circuitos de Segunda ordem RLC <«

Zoo(s) =R |1 sL || Sic V() = Zog(s) - 1(5)

I
I(s)=C-VO—?0

_ sC . sL 1
Zeq(s) =R || T =R e Zeq(s) =R |1 sL || —
sL +—
sC
SRL
sL 2 SRL
Zeq(s) = [|R=—S2t+1
s2LC + 1 SL + R RLCs? +sL + R
s2LC + 1
¢l
Z, (s) = SRL _ C
q RLCs* +sL+R 2, ¢ _|_1
RC ' LC
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Circuitos de Segunda ordem RLC <«

V(s) = Zeq (s) - 1(s)

I
I(s)=C~VO—?0

1
Zog(s) =R || sL || =
eq(s) NI v

Quais sao os polos deste sistema?

£
3.
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Circuitos de Segunda ordem RLC <«

lo
Quais sao os polos deste sistema? s+ Vo — C
V(s) = T T
Como o denominar resultou em uma equac¢ao do segundo grau, s2+s RC + IC
precisamos utilizar bhaskara para encontrar os polos
1 p= 1 1
2 ‘= “RC T LC
b b
—5x ||5) —ac
—b +Vb? — 4ac

P12 = =

1 1\ 1
P2 = 795RC orRC) T LC
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Circuitos de Segunda ordem RLC <«

1 1 1\ 1
LC 2= "2rc ~ |\2RC) T LC
1 a — Frequencia de Neper
VLC wo — Frequencia angular de ressonancia

— —g— |2 — 2
p2 = —« \/“ Wy
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Circuitos de Segunda ordem RLC <«

. 1 a — Frequencia de Neper
0= —
VLC wo = Frequencia angular de ressonancia
—a+\/a2—w(2) p2=—a—\/a2—a)§

Raizes reais distintas
(Resposta superamortecida)

Raizes complexas conjugadas
(Resposta subamortecida)

Raizes reais e iguais
(Resposta criticamente amortecida)
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Circuitos de Segunda ordem RLC <«

Exemplo: Calcule a reposta natural, no dominio do tempo, do circuito abaixo:

o R = 2000
b L =50mH
| ‘{,’ R L C = v(t)

C = 0,2uF

1.(07) = 12V = V,
iL(O_) = 30mA = IO

Resposta: v(t) = —14e7°000t 4 26720000t
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Circuitos de Segunda ordem RLC <«

Exemplo: Calcule a reposta natural, no dominio do tempo, do circuito abaixo:

N V. Iy R =200
__ 7T

Rz 13 ¢ == 70 V(s) = : T L = 50mH

o STTSRCTIC C = 0,2uF

12-s—15-10% ~
V) = = v:(07) = 12V = ¥,
P1 P2 i,(07) = 30mA = I,

1 1
= 12500 — — =10000
“~2RC ¢ QT Te

** Resposta superamortecida (a? > w3)
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Circuitos de Segunda ordem RLC <«

Exemplo: Calcule a reposta natural, no dominio do tempo, do circuito abaixo:

R§ L% oL ® V() 125—15104
S = v(t S —
_ (s —p)(s —p2)

1 1
— — =12500 — — =10000
“=2RC ¢ Q= UTe

p1 = —12500 + \/125002 — 100002 = —12500 + 7500 = —5000

p, = —12500 — \/125002 — 100002 = —12500 — 7500 = —20000
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Circuitos de Segunda ordem RLC <«

Exemplo: Calcule a reposta natural, no dominio do tempo, do circuito abaixo:

12-s—15-10%

R§ L% C = v(t) V(S) — (S 1+ 5000 )(S + 2()()()0)

Expansao em fracoes parciais:

12-s—15-10* K, LK
(s + 5000 )(s + 20000) (s + 5000) ' (s + 20000)

V(s) =
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Circuitos de Segunda ordem RLC <«

Exemplo: Calcule a reposta natural, no dominio do tempo, do circuito abaixo:

R§ L§ oL 12-s—15-10%
T vV V(S) =
(s + 5000 )(s + 20000)

Expansao em fracoes parciais:

v 12 - (—=5000) — 15 -10* —210000 ”
L ((=5000) +20000) 15000 14 26

V() ==5T5000 T 5720000

o 12 (—20000) — 15-10*  —390000
27 ((-20000) + 5000) ~ —15000
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Circuitos de Segunda ordem RLC <«

Exemplo: Calcule a reposta natural, no dominio do tempo, do circuito abaixo:

O
+

12-s—15-10%
RS L3 ‘T v V(is) =

(s + 5000 )(s + 20000)

14 N 26
s +5000 s+ 20000

V(s) = —

L7V(s)] =v(t) = —14 - 72000t 4 26 . 720000t
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Circuitos de Segunda ordem RLC <«

O grafico da tensao pode ser visualizado na figura abaixo, note que a tensao inicial € igual a tensao do
capacitor, gue a tensao estabiliza em zero (uma vez que a resposta é natural) e também que nao ha
um sobre sinal, ou seja a tensao nao atravessa o eixo x antes de estabilizar. Esta resposta é conhecida
por superamortecida

v(t) = —14 - e~5000t | 26 . 20000t |/

O capacitor e o indutor realizam S e R T ' ____________________ ]
trocas de energia, ou seja, o S T S e ______________________ TR _
campo elétrico do capacitor é e e SRR s R -
convertido em campo magnético R R e s R S -
no indutor, e vice-versa. Quanto .................... ...................... ...................... ...................... ..................... |
maior o valor de R por mais ...................... e R e .................... |
tempo essas inversdes ocorrem. FETIES SRS e ......................
O resistor “rouba” energia do _ ...................... ...................... ..................... -
sistema. ) .................... ...................... ....................... ...................... ..................... _
é 1:] 12
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