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Expansao em fracdes parciais -

Objetivo: Facilitar a obtencao da 4._? 5x-4
transformada inversa de Laplace (no x?-x-2
contexto de circuitos) N

Partial Fractions

As fracOes podem se encontrar nas seguintes configuracoes:

Raizes reais distintas

Raizes complexas conjugadas
Raizes reais repetidas

Raizes complexas repetidas
Raizes racionais improprias

ok wbeE

* Entendemos por raizes ou polos, as raizes do
denominador da fracdo:
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Reais distintas «

As expansoes em fragoes parciais seguem algoritmos. Cada configuracao citada no slide anterior, possui
algumas particularidades. Para reais distintas temos:

N(s K K K
(): 1 + 1 4o —
D(s) s—a; s—a, S —a,

Os algoritmos serao discutidos através de exemplos, apds cada exemplo veremos as aplicacdes no
contexto de circuitos. Abaixo temos uma funcao racional ja decomposta em funcdes parciais. O
algoritmo visa calcular as constantes K (vide equa¢ao acima)

10 5 -5

F(S):S(s+2)zs+s+2

Passo 1 — Explicitar as fragcOes parciais

10 ke k Note que os polos (raiz do denominador) foram
I — 1 + 2 propositalmente destacados. Esta procedimento
s(s+2) s—0 s—(-2) facilita os calculos.
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Circuitos de Segunda ordem RLC Paralelo «

1 1 a — Frequencia de Neper (rad/seg)
= € Wyg=—
2RC VLC wo = Frequencia angular de ressonancia (rad/seg)
p1=—a+\/a2—w(2) p2=—a—\/a2—w(2)
Raizes reais distintas
a’ > w? -
0 (Resposta superamortecida)
Raizes complexas conjugadas
a’ < w? -
0 (Resposta subamortecida)
2 2 Raizes reais e iguais
a“c = . :
0 (Resposta criticamente amortecida)

PROF. HENRIQUE AMORIM



Circuitos de Segunda ordem RLC <«

Exemplo: Calcule a reposta natural, no dominio do tempo, do circuito abaixo:

' R = 2000
& & ‘T " L = 50mH
° C =0,2uF
14 26 v.(07) =12V =V,
V(s) = - + o) :
s+ 5000 s+ 20000 i;(07) =30mA =1,

L7V(s)] = v(t) = —14 - 72000t | 26 . 20000t
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Circuitos de Segunda ordem RLC <«

O grafico da tensao pode ser visualizado na figura abaixo, note que a tensao inicial € igual a tensao do
capacitor, que a tensao estabiliza em zero (uma vez que a resposta é natural) e também que nao ha
um sobre sinal, ou seja a tensao nao atravessa o eixo x antes de estabilizar. Esta resposta é conhecida
por superamortecida

v(t) - —14 . e—5000-t 126 - e—ZOOOO-t vV

O capacitor e o indutor realizam AR - I S s -
trocas de energia, ou seja, o O N e R AT —— F—— .
campo elétrico do capacitor é A R e e e -
convertido em campo magnético s A — e T S .
no indutor, e vice-versa. Quanto e e S ...................... e i
maior o valor de R por mais ---------------------- ---------------------- s s e -
tempo essas inversdes ocorrem. ...................... ...................... ......................
O resistor “rouba” energia do i ...................... ...................... ..................... _
sistema. ] .................... ...................... ....................... ...................... ..................... -
Bi 1:] 12
t w10
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Circuitos de Segunda ordem RLC <«

Exemplo: Calcule a reposta natural, no dominio do tempo, do circuito abaixo:

° R = 31251
P / oL V() L =50mH
B C =0,2ufF
o
Neste exemplo iremos avaliar a resposta natural de v.(07) =12V =V,
um circuito RLC paralelo, o mesmo circuito o
analisado anteriormente, entretanto com uma i,(07) =30mA = I,

resisténcia maior
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Circuitos de Segunda ordem RLC <«

Exemplo: Calcule a reposta natural, no dominio do tempo, do circuito abaixo:

O s R = 31251
L =50mH
R L (== t
v C = 0,2uF
-

v.(07) = 12V =V

Fungao no dominiode s Eq. Caracteristica
iL(O_) — 30mA — IO
Io
Vo-s—F s 1
V(s) = p Cl s+ —+
s2 4+ 4+ RC LC
RC ' LC
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Circuitos de Segunda ordem RLC <«

O

+ 12 -s — 150000 R = 31250
Lg C == v(t) Vis) = 2 4 S 4 1 L =50mH
S"TRCTIC
- C =0,2uF
1 1\ 1
P12 = ~5pr x <_2RC) I v.(07) =12V =V,

i,(07) = 30mA = I,

** Atencao as constantes sao validades para RLC paralelo

Q= L = ! =800 ¢ a’=6,4-10° p=—a+\/a2—w2
2RC ~ 2-3125-0,2-10-° ’ 1 0

1 1 =—a—\/a2—a)2

w2 = 1000 - 10° P2 0

“LC 50-10-3-02-10-°
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Circuitos de Segunda ordem RLC <«

O

¥ 12 -s — 150000 R = 312510
Lg C == v(t) Vis) = 2 4 S 4 1 L =50mH
S"TRCTIC
o C = 0,2uF
a=800 ; a’?=64-10> ; w2=1000-10°

v.(07) = 12V = V,
i,(07) = 30mA = I,

P1
D> a)(z) = —800 — \/6,4 -105 — 1000 - 105

- —a+ \/az — wZ = —800 + /6,4 - 105 — 1000 - 10°
= —q —\/az —

p, = —800 + 9967, 95]
p, = —800 — 9967, 95]
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Circuitos de Segunda ordem RLC <«

O

+ Vo) — 12 -s — 150000 R = 31250

R§ L§ C = V() (s) = 2, s 1 L = 50mH
S“tTRCcTIC

- C =0,2uF

p, = —800 + 9967, 95]

07) =12V =V,
p; = —800 — 9967,95j v:(07) 0
iL(O_) - 30mA — IO

12 -5 — 150000

V) = oG - )

12 -5 — 150000
(s — (—800 + 9967,95)))(s — (—800 — 9967,95)))

V(s) =
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Circuitos de Segunda ordem RLC <«

py1 = —800 + 9967,95] V(s) = 12 - s — 150000
p, = —800 — 9967,95] (s — (—800 4+ 9967,95j))(s — (—800 — 9967,95j))

Relembrando
12 - s — 150000 x+yji=Me® M= a1y 9=atan(¥)*
(s —p1)(s—p2)

V(s) =

No segundo quadrante somamos 1802 de 6
No terceiro quadrante subtraimos 1802 de 6

o _ 125150000 ___ 12-(-800+9967,95) —150000 .
L7 (s—p2) |s=p, ((—800+9967,95)) — (800 — 9967,95))) y
. _ 125150000 ___12:(-800-996795)) ~ 150000 . .
27 (5-p) |s=p, ((—800—9967,95))— (—800 + 9967,95))) '

. o .z o
K, = 10e/>313 K, = 10e7/°313
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Circuitos de Segunda ordem RLC <«

p1 = —800 + 9967,95j V(s) = 12 -s — 150000

p, = —800 — 9967,95] (s — (—800 + 9967,95j))(s — (—800 — 9967,95j))
12 -s — 150000 10e5313°%) 10e~5313°%J

V(s) =

G—p)G—p,)  (s+800—9967,95)) (s + 800 + 9967,95))

L_l[V(S)] =v(t) = 10e5313°%) . p(=800+9967,95/)t 4 1(0e—53.13%) . o(~800-9967,95))t
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Circuitos de Segunda ordem RLC <«

~ o _ . _ o Conn .
L7V (s)] = v(t) = 10e5313%) . o (=800+9967,95))t 4 10p=5313%) . o(~800-9967,95))t
o: . _ o: ~ .
v(t) = 10e5313%) . =800t , p+9967,95]t | 1()p—53,13%] . p—8OOL , ,—9967,95]t
_ 0 - - _ O . _ -
p(t) = 10 - e~800E(5313%). g+9967,95]t | ¢=5313%) . 5=9967,95]t)
v(t) = 10 - e—800t(ej(53,13°+9967,95t) n e—j(53,130+9967,95t))

el + e7JX

> 2cos(x) = el* +e7J%

cos(s) =

v(t) =20 -e7800t. c05(9967,95¢t + 53,13°)V
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Circuitos de Segunda ordem RLC «

Pspice
}‘u’ L1
; 3125 é oo T ¢
l 0.2u
=0
Matlab

t=linspace (0, 7Te-3,1000) ;

v = 20%exp (-800.%T) ;

V= W.FCco3 (9967 .95.7C+0.9273) ;
plot(t,v)
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Circuitos de Segunda ordem RLC «

Abaixo uma amostra do comportamento da tensdo. A cada “carga e descarga” do capacitor/indutor uma
parte da energia é dissipada pelo resistor, assim, o circuito tende a estabilizar em OV. No préximo slide
avalie o a polaridade da tensao vs a dire¢ao da corrente.

L

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
8.85ms 8.18ms B.15ms 8.28ms 8.25ms 8.38ms 8.35ms 8.48ms B.45ms 8.58ms 8.55ms 8.68ms 8.65ms 8.78ms 8.75ms a.88ms 8.85ms 8.920ms 8.95ms
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Circuitos de Segunda ordem RLC «

No capacitor a tensdo ndo varia de forma abrupta, no indutor a corrente ndo varia de forma abrupta

IntervaloOe 1 Intervalole 2 Intervalo2 e 3 Intervalo3 e 4
N s
T iﬁ = 1
0 =0 0 0
4
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Circuitos de Segunda ordem RLC <«

Considerando mesmo circuito RLC R=X0 Ve . s— Iy

A R

o L = 50mH Vis) = 2, S 1

+ s- + +
RC ' LC
C =0,2uF
R § L g C —— V(l’)
o v.(07) =12V =V,

iL(O_) — 30mA - IO

_ .t 1\* 1
127 “opc T \2rC) T Lc

Uma vez que os parametro RLC s3o reais e maiores que zero, o valor dos polos sera sempre negativo
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Circuitos de Segunda ordem RLC «

. . 12 1 1 I I | I
A velocidade de resposta possui um valor ; ! ! | ; | ! :

critico, ou seja, estaciona mais rapido ,D_
guando obtemos uma resposta : : : ' : : - :

criticamente amortecida. A relacao é o ¥ i
encontrada quando os polos do sistema A | |
sao reais e iguais:

4 | ...........i............ .;. PamtasraEna .E. Pasa ......é..............g..............;,..............:..............:1........ =

L (1)1 1 T TR NN N U N S

1.2 2RC — |\ 2RC LC , | , |

0
a? = w§

’ ’ I JSR=150Q

-;-__________i___:T_h_:.'.':'é'.:-.-.--..-_ e R = 2000

*R s6 pode ser positivo

A0 i i i | i i i i
0 0.2 0.4 0B os 1 1.2 1.4 1.6 1.8

a
t % 10
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Circuitos de Segunda ordem RLC «

Se aumentar o valor de R acima do valor
critico, termos um sistema
subamortecido, uma vez que a frequéncia
de Neper sera menor que a frequéncia
angular, com isso serdao necessarios novos
ciclos para estabilizar o sistema

a? < wh

T R=2500

e R=1000Q .

15 ! i i | i : i i
0 02 0.4 06 0.8 1 12 14 16 18
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Circuitos de Segunda ordem RLC <«

Pole-Zero Map Pole-Zero Map
1 T T T T T T T T T 1 T T T
. | . Criticamente
di SuperAmortecido 1 o L.
s ] s Amortecido
-% 021 g 02t
E (V) TR Koo B e E O W ...........................................
E oz} E Dz |
04 - B 04+
nEF - 06 -
nak B -08
T os ©0s w04 02 DI 52 04 05 05 1 T he w8 w4 02 ni 02 04 05 0 1
Feal &xis Real &xis
Pole-Zero Map
1 T
0& ] rge Vé
SubAmortecido - Analise do lugar das raizes
04+ 4
g 02 « . * Os polos devem ficar do lado esquerdo
£ DZj """""""""" . — : * Quanto mais afastados do eixo real, maior a
o] _ frequéncia de amortecimento
08| : * Quanto mais proximas entre si maior a
o 5 1 velocidade de acomodacao
_1—1 —DfS —DfB —Df4 —Df? DI Df? EI!4 EI!E EI!S 1

Real fxiz
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Tabela de respostas -

Numero do par  Natureza das raizes F(t) f(®)
e K —at
1 Reais e distintas Ke™*" - u(t)
S+a
2 Reais e repetidas L Kt-e %t - u(t)
(s + a)?
3 Compl distint K + K 2|K| - e”9t (Bt + 0) - u(t)
omplexas e distintas e~ % - cos ‘U
P s+a—jf s+a+jp
. K K~
4 Complexas e repetidas

(s + a—jB)? i (s + a + jB)? 2tlK] - e - cos(Bt +6) -u(®)

Nos pares 1 e 2 K é uma quantidade real, ao passo que nos pares 3 e 4, K é a quantidade complexa |K |46
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Exercicio «

Exercicio: Encontre a frequéncia de Neper a frequéncia angular do circuito RLC em série. Calcule a fungao
transferéncia.

=0 X K L
vin(t) } +
C == Vour(t)
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Exercicio «

Exercicio: Encontre a frequéncia de Neper a frequéncia angular do circuito RLC em série. Calcule a fungao
transferéncia.

|74 R+ sL
V, = V; 2 =H(s) =
+V,-sC=0 = LS
R+sL ° > Vi 52+s§ %
V.
>=R;ﬂ __b, bY’
P12 = >~ I\ 3 ¢

( + sRC + SZLC) Vv

R + sL " R+sL P12 =—at /az—wg

1 R

= H =
() 1+ sRC + s?LC AQ=— Wo=

BSIPNS
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